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La teoria delle deformazioni deUe quadriche generali dotate di cen- 
tzo ~ ancora assai poco sviluppata. Si conoscono alcune proprietor elative 
a queste deformazioni *), e precisamente alcune relazioni geometriche 
tra esse e le superficie isotermiche. 
Invece per le quadriche di rotazione la teoria ha avuto un notevole 
progresso dopo alcuni teoremi dovufi al GUICHARD **). 
I1 pig interessante pu6 enunciarsi nel modo seguente : 
Sia S o una quadrica di rotazione dotata di centro di asse principale 
= 2 R, e si considerino sui raggi focali i segmenti MoM di cui gli e- 
stremi M sono riuniti nel fuoco F. Detbrmando comunque la quadrica 
So, il luogo degli estremi M dei segmenti trasportati da S O nelle sue 
flessioni ~ sempre una superficie a curvatura media costante ~----~, or- 
togonate ai raggi. 
Una seconda superficie a curvatura media costante si ottiene ogni 
volra con'e luogo del pun~o M, simmerrico di M rispe~o al piano tan- 
genre in Mo aila quadrica S O . 
*) DARBOUX, Sur la ddformation des surfaces gdn~rales du second egr~ ; Comptes 
Rendus, anno I899, tomo I28, pag. I264 e I483. 
**) GUICHARD, 5zW Ia ddjormation des quadriques de rdvolution; 1. c., tomo I28, 
p,ng. 232. 
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Da questo teorema hanno avuto origine conseguenze assai notevoli 
stabilke dal B~ANCHI *). 
Egli mostr6 the inversamenre tutte le superficie applicabili sulle 
quadriche di ro~azione si possono sempre dedurre dalle superficie a cur- 
vatura costante, ed inoltre scoprl nuove trasformazioni di queste su- 
perficie. 
Sicch6 la citata memoria del BIA~CHI segna un duplice progresso. 
Risulmti equivalenti furono ottenuti poco posteriormente dal DAR- 
BOUX **). 
Ii BIANCHI nella cimm memoria stabilisce ancora ahri risulmti es- 
senzialmente nuovi, ai quali non accenniamo perch~ non strettamente 
connessi a quelli contenuti nel presente lavoro. 
Per i paraboloidi generali, del pari che per le quadriche di rota- 
zione, la teoria ha avuto qualche progresso, dopo che il BiA~cm ***)ha 
stabilito che il problema della deformazione dei paraboloidi si pu6 far 
dipendere dalla ricerca delle superficie minime hello spazio non Euclideo. 
Nondimeno rimane da smdiare in che modo bisogna procedere per 
ottenere deformazioni reali del paraboloide generale reale. 
Tutto considerato non ho creduto inutile rifare la teoria delia de- 
s delle quadriche qualunque da un unico punto di vista e po- 
nendo particolare attenzione alle deformazioni reali. 
I1 metodo da me seguho 6 puramente analitico e consiste nel porre 
il problema dell'applicabilit~ sotto la forma seguente: 
Data la quadrica qualunque S, determinate su di questa nel modo 
pi~ generale un sistema coniugato di linee, che sia comune adessa e 
ad una superficie applicabile. 
1~ chiaro chese ~ risoluto quesm problema 6 di conseguenza riso- 
luto il problema dell'applicabilit~. 
In questo modo con opportuni artifizi si 6 condotti ad un sistema 
*) BIANCHI, Suila teoria delle trasformazjoni delIe superficie a curvatura costante ; 
Annali di Matematica, s. 3", t. III, pp. I85-~98. 
**) DARBOUX, Sur la dbformation des surfaces du second egi'b ; Comptes Rendus, 
tomo r28, pag. 76o e 854 ; Sur les transformations des surfaces ?t courbure lotale 
constante; 1. c., tomo 128, pag. 953 e IOI8. 
***) Szdla deforma~ione d lle quadricbe di rota~ione negli spa~ di cztrvatura costante, 
Annali di Matematica, s. 3 ~, t. V, pp. ~65-zi9.--Cfr.  anche SERVANT, Sur quelques 
applications de la Gdombtrie non euclidienne, Comptes rendus, t. I3I, pag. 827, 
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di equazioni alle derivate parziali di primo ordine del tipo seguente: 
I OuOv OuOv 
O~Ol~ + O~O~ - - -~  
O) a .av  a.a , k 
- -  - -  
in cui k~, k2, k3, k 4 sono  delle costanti, di cui i valori dipendono dalla 
natura della quadrica che si considera. 
Se in particolare si tratta di una quadrica di rotazione dotata di 
centro ovvero di un paraboloide qualunque si ha k~ =-o ,  e, assumendo 
come incognito la funzione 0 definita dalla formola 
Ou =oOV 
a- +e 
si ha per questa l'equazione differenziale alte derivate parziali di secondo 
ordine 
0 ~ O c~ 20 0 o: 2 2r- ~ 2r- 4 k, senh O cosh O - -  o ,  
che ~ quella stessa che interviene nella ricerca deUe superficie a curvatura 
cosmnte. 
Allora nasce spontanea la domanda: Se la quadrica ~ un eUissoide 
di rotazione allungato o un iperboloide di rotazione a due falde, la su- 
perficie a curvatura costante determinata dalla funzione O ~ quella stessa 
di GUICHARD ? 
Risulta dalle mie ricerche che le due superficie a curvatura costante 
sono ben diverse; per6 l'una si pu6 dedurre dall'altra con una oppor- 
tuna trasformazione di BaCliLUND. 
Per quanto mi & stato possibile ho poi completato la ricerca espo- 
nendo il procedimento da seguire allo scopo di ottenere deformazioni 
reali. 
PARTE I. 
SULLA DEFORMAZIONE DELLE QUADRICHE A CENTRO. 
Formole  fondamenta l i .  
I. Ci proponiamo la questione seguente : Data la quadrica a centro 
S determinare un sistema coniugato di linee che sia comune ad essa e 
ad una superficie applicabile 8'. 
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Denotiamo con X3, Y3' Z3 le coordinate di un punto delia sfera 
unitaria e con x, y, ,I le coordinate di un punto delia quadrica; porte- 
mo considerare quest'ultima come dedotta dalla sfera mediante la col- 
lineazione 
( I )  x = aX3 , y -=- b Y3 , ~( "-- c Z3 , 
a, b, c essendo costanti qualunque reali od immaginarie. 
In siffatto modo terremo conto che la  quadrica + riferim ad un 
sistema coniugato collo esprimere che la  sfera 6 riferita ad un sistema 
ortogonale. 
Quindi denotando con d s' l'elemento lineare della sfera, avremo 
(2) d," = &d~ ~ + GdV,  
e introducendo, come al solito, le nove s 
X Y, Z 
(3) X~ L Z, 
x Y, z, 
che d~nno rispettivamente i coseni di direzione degli spigoli del triedro 
principale, uscente dal punto della sfera, avremo le relazioni fondamen- 
taft seguenti : 
(4) 
x, i 0 r  - ax ,  , ar 
x, , o r  ox, ' ~r ,/-~ 
ax~=r ' ~x,=r 
' O~ " 
2. Ora vogliamo vedere sotto quale condizione il sistema coniugato 
% [3 soddisfa alle condizioni mposte dal nostro problema, per il quale 
scopo cominceremo con stabitire alcune formole. 
Scritm t'elemento lineare della quadrica sotto la forma 
(5) ds = --- EdM -J- 2Fdo~d~ .q-- Gd~*,  
con calcoli facili si trova: 
E = EoO'X: + b'C + c2Z9, 
(6) 2: = ~oGO'x ,x~ + b ~ Y, r, + c'z, zg ,  
G = coO'x: + b" Y: + ~'z:), 
e si ha, tenuto conto che le funzioni (3) costituiscono un determinante 
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ortogonale : 
(7) EO--F~=Eo~o(~=~X~+c~a=r~+~b~Z~) 3 
Inoltre introducendo per la quadrica la seconda forma fondamentale 
( s )  
troviamo : 
(9) 
~?= Dd~= + D"d~, =, 
ab~Eo D =- -  
1/b~ c~ X~ + c~ a ~ r~s --}- a~ b ~ Z 3~ , 
abc G O 
D Cr  . . - . -  
J/b ~c~X ~3+ c=a~ Y3+~ a~b~Z23 
Ora calcoliamo *) sull'elemento lineare (5) i simboli di CHRISTOFFEL 
'-'l,:l, no , o argomento. 
Si ha dalle (6) tenuto conto delle (6) stesse e delle (4): 
0 F 0 logl/fr 0 log~/E o E #fro c'q/fr G 
-ff-~ - -  3 o~ G ~ F + O ~ G O O ~ 
- -  2 z 2 
- -  EoFGo(~ x~x, + b2L r, + ~ z~z~), 
E .~logr ~ ~r 
Od= 2 c9~ E- -  2 Go 8~ 
- zEor + ~% r, + ~z,z,), 
E c3 log 1/fr E c~ log l/G-o F ,  
dalle quali, tenendo sempre presenti le (6), si ricava :
I I I t5~2~ E:CGo ax~ b rx c& ~X~ b L cL r162 - -EG~F ~ aX 3 bY  3 cZ  3 aXx bY~ cZ~ G O ~ ' 
donde, tenuto conto della propriet~ del determinante ortogonale (3) e 
delia (7), scriveremo definidvamente: 
0 ~ i i _ ,=E ~ c X~X~+c~_~__.~_~_a r __~_.~r+a b &Z~ r162  
l /G ~ b c X~-]-c a g3+a b Z 3 G O O~ 
*) Vedi ad es. BIANCHI, Lezioni, pag. 66. 
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In modo analogo si trova: 
(l I) tli2l --  a lOg 1/~o 
0~ ' 
tx221__ 0 log 1/Go 
fl pure necessario avere l'espressione della curvatura K della for- 
ma (5)- 
Questa si ottiene immediatamente dalle (9) ricordando la relazione 
D D"  
K - -  
EG__F  2; 
cosl operando si trova: 
a~b:c~EoGo 
(x2) K(EG- -F2)~ FdX; .q t -  c~a 9 ~ 2 2. r; +a  b Z~ 
3- Ci6 posto, imponiamo l'esistenza di una superficie coll'elemento 
lineare (5) e sulla quale le linee ~ e i5 formino un sistema coniugato. 
Questa potr~t ritenersi determinata intrinsecamente dalla (5) e da un'akra 
forma quadratica 
03)  a, = ad~ 2 + a"dV,  
e dovendo essere soddisfatte la equazione di GAusS e le equazioni di 
CODAZZr, si dovranno avere ie relazioni: 
Aa" - -  K (E  G - -  F I ) ,  
t7I 17l (14) 0 [~ a -I- = o ,  
17I 17f 0~ a" -~ a - - -o ,  
dalle quali eliminando a" si ricavano le equazioni: 
1 
( is)  
0~ - -  2• - -  2K(EG- -  F )  , 
che debbono essere simultaneamente soddiss daUa funzione h. 
1~ evidente che le equazioni (I5) sono soddiss ponendo a - -D .  
Esse in generale non ammettono altra soluzione diversa da D;  sicch~ 
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a~ 
a ( / )9  
dovr~ essere 
imporre l'esistenza di una superficie diversa dalla quadrica coll'elemento 
lineare (5), e sutla quale le linee ~ e } formino un sistema coniugato, 
equivale ad imporre al sistema 05)  una soluzione ,X diversa da D. 
Ora per trovare sot'to quale condizione esiste la soluzione • co- 
minceremo con osservare che dovendo aver luogo simukaneamente le 
due relazioni 
t Ii2 f c~ log E o c9 log (• - -  D 0 : 2 - -  a~ a~ ' 
donde, integrando : 
( I6) a" = D ~ -]- Eoq~(~), 
? essendo simbolo di funzione arbitraria. Noi assumeremo 
~(~) = ~b~ (~ = --+ 0 
il che equivale a scegliere in particolar modo il parametro ~e scrivererno 
definitivamente 
( I7) a ~ : D = + ~a~b~c=Eo. 
ObbEghiamo adesso la prima ddle (15) ad essere soddisfatta dalla 
funzione a data dalla 07) ,  ed avremo la equazione di condizione ri- 
chiesta : 
17I 08) o~ tc (~o- -  FO 
2D ~ 22 
4- Conviene scrivere per disteso questa equazione sostkuendo ai 
simbdi i valori effettivi dati dalle ( Iz)  e 02) ;  si ha tenendo presenti 
le (4):  
2 a log r a log Cgoo l og [K(Ea  - -  F~) ]= -l- 2 
O~ 
b = a = y a ~ --2r c2X3X'"~-c2 Y3 ,"]- b Z,3Z ~ 
b~X~+~r;+~b~Z~ , 
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=-=_(o  c x x+ Y, r ,+~,=~,~z,z,)  
K(EG- -  F =) t I  t VEo 
x c31~ 
E o a~ "~ ~ ~ ' 
2D ~ ~ . . . .  b ~ 
a log r 
2 
C~ 
mediante le quali la ( I8)  si scrive subito sotto la forma seguente: 
O log l/fro 
~--  (b~ d X3 X, "at- d a= Y3 Y~ -[- a= b= Z3 Z, )  
a= fgo 
c) log ~/Go [" ~ = = X = c= a= y; a= 1 = "] 
- L , + + <) j ,  
ed ancora, tenendo presenti le (4) :  
0 
l o g [ E o _Sr_ ~ ( b ~ c ~ X _ar_ c = a 9 ~ a ~ b ~ ;~ 0--~ ~ Y3 -t- Z;)] - -  log Go, 
donde, integrando : 
& - -  Oo+ (~) = - ~ (b ~ ~ x~ + ~=~  r~ + ~ b ~ z~) ,  
+ essendo simbolo di funzione arbitraria. Noi assumeremo 
+(~)=-~' ,  (~ ' - -+0,  
il che equivale a scegliere in particolar modo il parametro }, e avremo: 
09)  Eo + ~' Oo = ~(b ~ ~x 2 a2~ 2 . - ~ ~ + ~.-" r ;  + z ; )  
Inversamente si verifica in modo facile che, se 6 soddisfatta questa 
condizione, le equazioni 04)  sono soddisfatte dalle funzioni • ,~" tratte 
dal sistema 
(2o) ~X ~ = D ~-1- *a~b=c~Eo, 
E cosi rimane dimostrato 
affinch~ le equazioni 
X~ aX3~ 
•  D' ,~_l_~,a~b=c~Go. 
che condizione necessaria e sutticiente 
y=bY,  z~- -cZ  3 
rappresentino una quadrica a centro riferita ad un sistema coniugato, 
che 4 comune ad essa e a una superficie applicabile, 4 che Ie funzioni 
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X3, Y3' Z3 soddisfacciano al sistema seguente: 
x~ + r; + z~= i, 
N- 3 X 3 3 X3 
(20  ~-  -O-~ O ~ - -  o,  
y_.k_7;}+,,y\o~ ] [~x?l~__~(t,.ex;+~;.r;+,et,~z;). 
ogni soluzione di questo sistema corrisponde una superficie ap- 
si compie me- 
Ad 
plicabile sulla quadrica la cui determinazione intrinseca 
diante le (2o) senza alcun calcolo di integrazione. 
Sul la realit/~ dei parametr i  ~ e ~. 
5- Volendo continuare lo studio di queste deformazioni trasformia- 
mo il sistema (21) ponendo: 
(22) x~ - i - - .  v i + u v . + v 
- -  , ,, - -  v ' g ,  = i - -  , Z~- -  
ld, ~ "O f,~ ~ "0 
In questo modo la prima delle (21) 6 verificata identicamente,  
la seconda sark verificata dalle (22), se u e v soddisfanno aUa relazione 
Ou cgv 3u 3v 
(23) o~o~-t  ~ o -o .  
Inoltre, avendosi 
(24) Eo __ (u 4 OuOv 4 OuOv 
la terza delle (2I) diventa: 
ove si 8 posto 
(26) 4ko- -d (b  ~-a~) ,  4k ,=a~b ~, 4k~--c~(a ~q-b ~) -a~b ~, 
e quindi sostituiremo al sistema (21) le equazioni (23) e (25). 
Ci6 posto, esprimiamo per mezzo delle funzioni u e v sopra in- 
trodotte te formole (2@; denotando per brevifft 
g = ko0 + ~,~)  + k , ( .  ~ + r  - 2k~.~,  
scriveremo le (9) neI seguente modo: 
(27) D~ a~b~c~E~ D,,~ a~b~c  G~, 
- ;~  (" - ~Y ,  - ~r  ~" -vY ,  
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dopo di che, tenendo presente h (25) , porremo le (20)sotto la forma: 
(28) ~2=__~,  4 a2b~c2 Oucgvcguc~v A,,2 
6. Ora vogliamo studiare in particolar modo le deformazioni reali, 
e ci domandiamo in che modo deve determinarsi d, affinch~ i punti 
reali si ottengano facendo variare ~ e } per valori reali. 
Caso  1 ~ ~ La quadrica sia un ellissoide, ciob. a, b, c siano reali. 
In questo caso si ha: 
Eo>o,  Go>o,  
ed inoltre, come risulta dalle (27): 
(u HVY> o. 
Or siccome la (28) si pu6 anche scrivere 
a 2 3 2 c a 
~" = - ,' (~ - vyEo Go, (29) 
si vede che, affinch~ il secondo membro sia poskivo, ~ necessario e suf- 
ficiente porre ~' - -  - -  I. 
Caso  2 ~ m La  quadrica sia un iperboloide a due falde; cio& a, b 
siano immaginari, c reale. 
In questo caso si ha ancora 
a ~ b ~ c ~ ~ o . 
Si osserva altresl che, affinch~ le ( I )  combinate colle (22) forni- 
scano valori reali, u e v debbono essere delia forma 
I 
u - -  ~o + ib  , - -  "-" o~ - -  ib  , 
v 
sicch8 le (24) mostrano che si ha 
Eo<O,  Go<o.  
Dalle (27) si vede che anche in questo caso si ha 
0~ - -  ,,)2 
H .>o.  
Dopo di che si vede subito che, affinch~ il secondo membro della 
(29) sia positivo, ~ necessario e sufficiente porre ~' = - -  I. 
Caso  3 ~ ~ La  quadrica sia un iperboloide ad una falda; cio~ a, c 
siano reali, b imma~nario. 
In questo caso si ha 
a 2 b = c = <~ o ,  
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e si vede che, affinch~ le (~) combinate colle (22) forniscano valori 
real.i, u e v debbono essere reali. 
Inoltre, scrivendo la (23) sotto la forma 
c~u c~u 
O~ O~ 
c)v c)v ' 
si vede che, quando ~ e ~ sono dello stesso segno, ~ e ~ sono 
di segno contrario ed inversamente; si conclude quindi che in ogni 
caso si ha 
c) u cg v cg u cg v 
Da esame diretto poi risulta che si ha 
H<o,  
dopo di che si conclude subito che, aflinch6 il secondo membro della 
(28) sia positivo, 6 necessario e sufficiente porte ~' - -  -Jr- I. 
Nei casi i ~ e 2 ~ nel risolvere il sistema (28) assumeremo per • 
un segno qualunque ; indi porremo •  perch6 essendo la quadrica 
a pund ellittici deve essere a a"~ o. 
La seconda forma quadratica 
* = a(d0e + dV)  
fornisce il seguente teorema *): 
II sistema coniugato comune ad una quadrica a punti ellittici e ad 
una superficie applicabile, ~ su quest'ultima isotermo-coniugato. 
Nel caso 3 ~ invece assumeremo per A un segno qualunque poi 
porremo A"~ ~ 8;  la seconda forma quadratica prende la s 
a, = a(d  
e mostra che sulla superficie des le linee assintotiche hanno per 
equazioni 
+ = co t., - -  = co t. 
Ora consideriamo il caso in cui la quadrica sia un iperboloide ad 
una falda ed il sistema coniugato ~ e } sia immaginario; vogliamo di- 
*) SErVAnT, Sur /a dbformation des quadriques, Bulletin de la Soc. Math~m. 
de France, t. XXIX, p. 231 e t. XXX, p. 20. 
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mostrare che assumendo r - -  i, e posto 
(3 ~ ) 2~ =~+i~,  2~ =~- - i~  
per ogni coppia u e v di funzioni reali delle variabili reali "~ e r si ha 
in corrispondenza una deformazione reale. 
Infatti, avendosi 
8u 0~ .Su Ov 8v  .Or 
.Ou 8v  Ov Ov o~--o~~ .+~, o_F=~+io_7, 
le equazioni (23) e (25) si trasformano helle seguenti: 
Ou c~v Ou Ov 
(31) Ou c~v 
- ~ [ko ( i  + ~v9 + k i (.2 + r  _ 2 k~. v]. 
Inoltre la (28) diventa 
Ov :' 
(3~) A2__  _1 
Ora supponendo che u e v sia una soluzione reale del sistema (31) 
Ia precedente mostra che si ha 
A~<o.  
Ci6 posto, ricorriamo alla (7) che scriveremo sotto la forma 
4 H 
E~ - -  l ~ =Eo~o 0, - -  ~Y" 
Tenendo sempre presente l'ipotesi che u e v sia una soluzione reale 
del sistema (30 ,  si vede che le espressioni E o e G O calcolate nelle va- 
riabili -: e * sono complesse conjugate [vedi (24)]; segue 
EG --  F ~ < o,  
ed osservando la formola 
A~" = K(E~ - -  Fg ,  
si conclude 
A A"  ~ o 
e, poich6 A ~ immaginario puro, si deve assumere 
A"  - - -  ~ h . 
La seconda forma quadratica della superficie si scrive 
9 = a (d~ 2 -dV) ,  
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che trasformata nelle ": e z diventa 
(33) 9 - -  iAd'rd~, 
ed ~ reale. 
Si vede adunque che ad ogni soluzione reale del sistema (3 I) cor- 
risponde una deformazione r ale delHperboloide. La superficie deformata 
determinata intrinsecamente dalia (33) e le variabili ": e z sono i pa- 
rametri reali delle sue linee assintotiche. 
Oltre alle deformazioni di cui ci siamo occupati vi sono queIle cor- 
rispondenti al caso limite in cui il sistema coniugato comune si riduce 
alle generatrici di un sistema (superficie rigate); ma queste evidente- 
mente sfuggono alla nostra ricerca. 
Quadriche di rotazione. 
7- Vogliamo ora occuparci in parficolar modo delle 
rotazione. 
A questo scopo poniamo a = b e le (26) diventano 
(34) 
quadriche di 
ko :o ,  4k~:a  4, 4k~:a2(2c2--a~). 
Notiamo ancora la relazione 
(35) 2(k 2 -  k,) = a2(c ~-  ag" 
Inoltre osserviamo che possiamo porre in (25) senza ledere la ge- 
neralitk , - - -  I, l'altro caso potendosi dedurre da questo cambiando 
helle formole v in - -v ,  k 2 in - -k2. 
Ci5 posto, possiamo scrivere il sistema di equazioni differenziali da 
cui dipende la deformazione nel seguente modo: 
(36) 
Per l'integrazione di esso noi assumeremo come 
zione O definita dalla formola 
c)u ~oOv 
(37) 0~ + e ~ = o, 
e considereremo il sistema seguente che, come 
mire al sistema (36): 
0". Ov Ou Ov 
- - - -  0 
o~uOv ,,:guOv 
o~ o~ +~ ~ 8F- k,(.2+ v~)_ 2k2.~. 
incognita la fun- 
vedremo si pu6 sosti- 
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(38) t 
Ou o b-~=e ~, 
0 ~ V --0 
] OX (k e~ e-%u-*-(k e~ e-%v4-~'--~- ,~, 
8" , o -o , o -o ,~0 / aF =~ (ke --k~e >--~ (~e - -~ >+~ F~x, 
Oft O~ 
"/3 --0., 
8~ c)O 
a~,. ao  
in cui oltre alle funzioni u, v, 0 figurano due ausiliari ), e ~,.. 
Si verifica facilmente che questo sistema ~ completo, se la funzione 
0 soddisfa all'equazione differenziale 
O~O ,c~zO 
(39) c~ g~ ~ -~ 2r- 4 k, senh 0 cosh 0 = o. 
Ora mostriamo la possibilit~ di soddisfare al sistema (36) con due 
funzioni u e v ricavate dal sistema (38). 
A questo scopo osserviamo che le funzioni u e v ricavate dal si- 
sterna (38) verificano la relazione 
au~v OuSv  
che a la prima delle (36). 
Inoltre dal sistema (38) si ha: 
(k v - -  k=u) 8v  au  a~ , a~ 
(k,v - k~,,)~ + (k,~, - k~) ~ ~  b~+ x axFF-~ ' v~=o,a~ 
donde si vede che, se u, v, X, ~. & un sistema integrale del sistema 
(38), ha luogo la relazione 
(4 o) k, (  u= "-t- v2) - -  2k~uv .+ ~.~ - -  ~'~.~ = cost. 
Ora assumeremo quattro humeri ad arbitrio %, vo, ~'o, V'o tall 
che sia 
(40  k, (u=o + v=o) - -  2 k= %% + X=o - -  ,' C.,.=o = o,  
e considereremo il sistema integrale u, v, X, ~, che per ~- -o ,  } = o 
assume il sistema di valori Uo, %, ~,o, ~'o ; sara allora per le (4o) e (40  
(42 ) k,(u ~ + v ~) -  2k=uv + X ~-  ,'~.= = o.  
Ci6 posto, osserviamo che dalle (38) si ha 
OuOv ,c )u~v 
~a~ +'  ~a~- -  (V - -  "~9 '  
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e questa per la precedente diventa 
Ou Ov Ou Ov 
la quale coincide con la seconda delle (36) ed ~ cosi stabilita la pro- 
posizione. 
8. Infine vogliamo scrivere la condizione analitica affinch4 il pro- 
cedimento esposto conduca a deformazioni reali. 
La quadrica data sia un ellissoide di rotazione, cio4 a e c siano 
reali; in questo caso dobbiamo porre nelle formole del numero prece- 
dente a ' - - -  I. Inoltre osserviamo che, per avere deformazioni reali, 
necessario che le funzioni X3, I13, Z3 date &lie (22) risultino reali; 
u e v debbono essere dunque della forma 
I u = co + ih, -- o~ - - ib ,  
V 
ed essendo 
Or, 200V o--F =~ 8F'  
segue : 
( ) ( Oo~ .Oh O~ __ ,-g_~ + 20=log aT ~+,~-~ --log b-~ 
donde :
0~ 
O--l~ iiL arcsen l / / / (  )7 -  ,Oh V 
cio&, posto 
o=~+i+,  
si ha : 
(43) 
(44) cos ~ --- 
(45) sen t~ __~ 
q~ = log #-~ -t- h = , 
Oo~ Oh 
~ + h o--r 
O O) 2 
)2 
1/~ + 1, 2 o~, l~h~2 
2 log (~ - -  i h) ,  
h 
arc sen 
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Inohre, poich~ u e v debbono verificare la prima delle (36), si ha: 
mediante la quale la (45) prende la forma 
Oo~ Oh 
(46) sen + - -  
Osserviamo che per la (43) le formole (44) e (46) si possono 
scrivere : 
(47) e~O 9 
e, poich~ le u e v debbono soddisfare alia seconda delle (36), si ha 
Combinando questa con la (43) e con le (47), si trova 
I [09"~= I (~)==4k,  cosh,?_Sr2(k _kx) 
(48) sen =+ \(3 ~J cos" + 
o anche adoperando le (34) e (35) :  
(49) sen' + \a  0~J cos" + \a  ~J - -  (d - a').  
Inversamente dimostriamo che ad ogni soluzione 
della equazione differenziale (39) di cui le parti 9 e + sono legate dalla 
relazione (48) corrisponde ffettivamente una deformazione r ale deli'el- 
lissoide. 
Infatti, poich~ la 0 soddisfa all'equazione (39), si ha 
(49*) c~'9 c~'~ _ O ~= ~ 0 t~ - -  4 kx senh ? cosh ? cos 2 + . 
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Da questa e dalla (49) si ricava la relazione 
32~ 3 0ogsen+) ~ ~ ~ 3 ~ c9=3~ ~-c9-~ . --d + (log cos +).~-~, 
la quale mostra che l'espressione 
3~ 3~ d~ 
6 un differenziale satto. Posto 
(50) a - -  cot + b-gd~ - -  tg+b- ~ 
si verifica facilmente che le funzioni 
(5 I )  u = e '~+'n , v = - -  e -~+;" 
soddisfanno al sistema (36). 
9. Scriviamo le formole definitive che determinano la superficie 
applicabile sull'ellissoide. 
Esprimendo per mezzo delle funzioni u e v i coe~cienti E, F, G 
dell'elemento lineare si ha: 
E (u - 4  u' - - + , mVl=, 2 
~ t ~  (~= + v=) - 2c='v ]  , 
[ ,3u3u 3v3v~ 
Inoltre dalle (50, tenendo presenm la (5@ si ottiene: 
= 0 ~ " a-~ ~- (I - -  i cot +), 
3u ~+mOq~(I --  i tg+) Ov : e_9+iu39, 
Sostimendo queste e le (50 nelle formole precedent-i, si ha: 
Rend. Circ. Mat,'m..Palermo, tomo XVI (i9o2), - -Stampato il 3o luglio r9o2. 4o 
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z {C??~" F a" c" - -  a ' ]  
E := cosh" ? \O~] Lsen~+ + ?--o-s-~'~ ] ' 
c" - -  a" c?? C79 
(53) f - -  - -  cosh* ? 8 ~ C? ~ ' 
- cosh2 \c? / Lcos'+ -+ ' 
e sostimendo in (28): 
I 2ac  O?O? _•  
(s4) a =  eo2+ o hv C?;C?-F-- ' 
e queste sono le formole definitive che determinano la superficie reale 
applicabile sull'ellissoide. Esse mostrano che per ottenere questa superficie 
basra determinare una soluzione O- -?  + i+ della (39) di cui ? e + 
siano legate dalla relazione (48) e poi sostituire le funzioni ? e + cosl 
determinate helle (53) e (54). 
IO. La difficolt~t del problema consiste adunque nella determinazione 
della funzione O soddisfacente alle condizioni anzidette. 
Noi dimostreremo che, nel caso in cui si ha c > a (ellissoide al- 
lungato), per ottenere una funzione O del tipo richiesto, basra partite 
da una soluzione co reale della (39) ed operare su questa una opportuna 
trasformazione di B~iCKLUND. 
Per semplicit,~ poniamo a = i, il che possiamo fare senza ledere 
la generalitY; in questo modo la (39)e  la (49)s i  scriveranno nel 
modo seguente : 
C?'O. C?'O 
(55) 0~2 - t - - -~  + senhO coshO = o, 
(56) sen'+ \~--s cos2+ cosh'? + (c=-- r) .  
Ci6 posto, assumiamo una soluzione reale della (55) e sia questa 
co; indi operiamo la trasformazione di BKC~UND 
C?O .C?CO 
-~ n t- ~ ~ = senh ~ cosh co senh O + cosh ~ senh co cosh O, 
(57) .C?O c?co 
~ -}- ~ = - -  senh ~ senh co cosh 0 --  cosh ecosh ,,~ senh O , 
in cui ~ fi una costante reale da determinarsi opportunamente. 
Posto 0 - -? - J r - i+ ,  le precedenti ci dknno per le funzioni inco- 
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gnite reali ? e + il sistema simultaneo illimitatamente integrabile 
0q~ __ (senh ~ cosh o~ senh ? -~- cosh e senh o~ cosh ?) cos +, 
- -  ~ - -  (senh ~ senh ~o senh ? n k- cosh ~ cosh co cosh ?) sen +, 
(58) ~ -Jr- ~-~ c9+ &o = (senh ~ cosh ~o cosh ? _t_ cosh e senh co senh q0 sen + ' 
0 + c~ co = (senh ~ senh co cosh p --t- cosh ~ cosh co senh ?) cos +. 
0~ 0~ 
Dalla prima e seconda di questa si ha: 
I [c3~'~ I [c97'~" cosh~ e cosh=? __ senh~ e senh: ? 
= c~ "-1"- senh~,  
la quale si identifica colla (56) ponendo 
(59) cosh~ = c 
e cosl ~ dimostrata la proposizione. 
I I. Infine vogliamo dimostrare che la superficie a curvatura co- 
stante corrispondente alla soluzione co ~ quella di GUmHARD. 
A questo scopo introduciamo la funzione T definita dalla formola 
(60) T = tgh r tgh ? ,  
ed esprimiamo le (53) e (54) per mezzo deUe funzioni T ed co. 
Derivando la (6o), si ha: 
OT I O~ 
0~ = tghr cosh2? c)~'  
(6I) o r  z c97 
0~ =tgh~cosh2q ~c~.  
Sostituendo in queste per le derivate della ? le espressioni date 
dalla prima e seconda delle (58) e tenendo presente la (6o), si trova: 
I c~T 
cosh co -Jr T senh o~ c~ 0c - -  
(62) 
z OT  
senh co % r cosh co 0 i~ - -  
Eliminando Ira queste e le (6 0 le derivate 
presente la (59), si ottiene: 
senh ~ sen 
cosh? ' 
senh a cos 
cosh ? 
della T, e tenendo 
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i 3 ~ __ __ c (cosh co -{- T senh co), 
cosh ~ sen + 3 0~ 
I o7 + - -c  (senh o + T cosh co) 
cosh ~ cos + o~ ~ 
dopo di che si vede subito the le (53) e (54) assumono la forma se- 
guente : [ (~T~7 E = c" (cosh co -~- 1" senh co) ~ -{- \ c) 0~ j j '  
(63) F__d3T  3T  
c3o~ ~ ' 
[ [ 0T~27 = c ~ (~enh ~ + T r ,~ + \ ~ ~ ! J '  
C 2 
(64) a - -  I/I--~-~T* (cosh ~o q- Tsenh to) (senh co q- T cosh ra) = a".  
Paragonando le (63) con le (6) a pag. 49 della citata memoria del 
BIANCHI : si vede che a meno del s c ~ esse si identificano col porre 
---u, ~ = v, e con ci6 rimane dimostrato ci6 che volevamo. 
I I .  Se la quadrica 8 invece un iperboloide di rotazione a due falde, 
si ha c reale ed a immaginario puro; potremo supporre senza ledere 
le generalitY, a = i. 
In questo caso dobbiamo porre, nelle formole del numero 7, ~ '=- - I ;  
inoltre osserviamo che per avere deformazioni reali occorre che u e v 
siano della forma 
I 
u = co + i h , - -=co- - lb .  
V 
Un procedimento analogo a quello tenuto al n ~ 8 mostra che, se 
o=~+i+ 
una soluzione corrispondente ad una deformazione reale, ha luogo la 
relazione 
I I __---cosh~q  + c2 " 
(65) sen~+ cos2+ 
Inversamente, supposta soddisfatta questa condizione, da questa e 
dalla (49*) si trae: 
0 ~ 0 ~ - -  (log sen +).FF + (log cos +). 3-~ ' 
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la quale mostra che l'espressione 
cot ~--~d t~ - -  tg ~ ~--~ d~ 
un differenziale satto. Posto 
a f(cot ~ 
si verifica che le funzioni 
U : gqa+is V "--- g--q~+iLI 
soddisfanno al sistema (36). 
Le formole definitive che determinano la superficie applicabile sul- 
l'iperboloide sono 
E--senh=q~ i~--~ ) 
(66)  F = - -  
senh*q~ 0 ~ c9 } ' 
[o VF e+ q 
i 2c O,~ Oq~ 
(67) a = - - - -  . 
l/c~ 9 -1- c= sen 2 de senh ~ 0 ~ 0 [3 
Risulta adunque che per avere una deformazione reale dell'iperbo- 
loide basta determinate una soluzione @ - -  q~ --}- id? delh (55) di cui q~ 
e de siano legate dalla relazione (65) e poi sostituire le funzioni ~ e de 
cosi determinate nelle (66) e (67). 
12. In modo analogo a quello seguito al n ~ IO mostreremo che 
per ottenere una funzione @ del tipo richiesto basra partire da una so- 
luzione reale della (55) ed operare su questa una opportuna trasfor- 
mazione di BXCK•UND. 
Invero sia ca la soluzione reale, ed operiamo la trasformazione 
O0 .c)co 
3-~ + ~ ~ - -  senh,  cosh o~ senh 0 -t- cos h * senh ~ cosh O, 
(68) .00  c~co 
~-~ -31- 3 ~ - -  senh ,  senh ca cosh O - -  cosh,  cosh co senh O, 
in cui , ~ una costante reale da determinarsi oppormnamente. 
Posto 0 - -  ~ + i+, otteniamo per le funzioni incognite q~ e + il 
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sistema 
c3 q~ _ (senh ~ cosh o~ senh ? -~- cosh cr senh co cosh ?) cos ~" - -  
~? - -  (senh ~ senh co senh ? + cosh ~ cosh co cosh ?) sen + 
c~ (69) 
b_~ .j_ b_ ~ c~+ c)o~ __ (senh ~ cosh co cosh ?.+. cosh ~senh co senh ?)sen +, 
~+ Oca =(senh ~ senh co cosh ?_t_ cosh,  cosh ~o senh ?)cos+.  
Dalla prima e seconda di queste si ha 
la quale si identifica colla (65) col porre 
(7 o) senh * - -  c, 
e cosl rimane stabilita la proposizione. 
13. Infine vogliamo dimostrare the anche in questo caso la su- 
perficie a curvatura costante corrispondente alla soluzione co ~ quella di 
GUICHARD, 
A questo scopo introduciamo la funzione T definita dalla formola 
(7 I) T - -  r a r ? ,  
ed esprimiamo le (66) e (67) per mezzo delle funzioni T ed ~o. 
Derivando la (7I), si ha: 
~3T 
(72) T 
i c97 
coth 
senh 2 ? c9 o~ '
coth a I ~ ? 
. 
senh ~ ? c~ [~ 
Sostituendo in queste per le derivate della ? le espressioni date 
dalla prima e seconda delle (69) , si ottiene: 
(73) 
i 8 T __ cosh r cos + 
cosh o~ --~ T senh co c30~ senh ? 
I c~T _c~ 
senh co "1- T cosh co c~ ~ senh ? 
Eliminando s queste e le (72) le derivate delia T e tenendo pre- 
sente la (70), si ottiene: 
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I 0 ? ---__ c (cosh ca -{- T senh co) 
senh ~ cos + 0 ~ 
I 0 ? = ~ c (senh co + T cosh ca), 
senh ? sen hb 0 l~ 
dopo di che si vede subito che le (66) e (67) assumono la forma se- 
guente : 
[ [ ~rV1 E - -  c = (cosh ca -Jr- T senh ca)= -3 V \ a ~ / _]'
(74) F - - -d  0T  0T  
,3~ 0t~ ' 
[ { OrVl G=c ~ (senhca--~ Tcoshca) '+\  c~[~ J _ J '  
C a 
- -  __ (coshca  + Tsenhca)(senhca + rcoshca) .  (7s) A r  
Paragonando le (74) con le (6) pag. 49 della citata memorla dd 
BIANCm, si vede che, a meno del fattore d ,  esse si identificano col 
porte ~- - -u ,  ~- -v ;  e con ci6 rimane dimostrato ci6 che volevamo. 
Ora rimarrebbe a trattare il caso dell'iperboloide ad una falda; ma 
le difficolt,~t cui s iva  incontro non possono essere risolute con procedi- 
menti analoghi a quelli adoperati; epper6 il modo di ottenere le &for- 
mazioni reali di questa superficie ~ da studiarsi. 
PARTE II. 
SULLE DEFORMAZIONI DEI PARABOLOIDI. 
I. Esponiamo brevemente i risukati ai quali siperviene applicando il 
metodo precedente alia ricerca deUe deformazioni dei paraboloidi. 
Le equazioni di un paraboloide qualunque si possono assumere 
sotto la forma 
in cui a e b sono costanti r qualunque. 
Esso si pu6 considerare come definito dalle due forme quadratiche 
0) a,  = = (v = + a=)a.  = + 2( .v  + b=)a,,av + (.= + a=)av =, 
21/7- -  b* 
(2) ~ = - 1/E (,= + v =) - -  2 b =. v + a4 _ 84 a,, a v. 
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Se poniamo 
.= . (~,~) ,  v=v(~,~), 
verremo ad esprimere che le linee v. e ,6 formano un sistema coniugato 
colla formola 
(3) 
Supposto ci6, 
avremo : 
OuOv OuOv 
O~O~ t O~c)~ =o.  
trasformiamo le ( I )  e (2) nelle variabili ~ e ~, e 
(4) ds* - -  Ed~ -t- 2Fdo~d~ + Gd~ ~, 
(5) ~- -  Dd~-Jr- D"d~ ~, 
ove si ~ posto 
OuOu . . . .  , ,OvOv 
(6) F=(~+~)  ~ • • ~8~'  
o= (r \0 ~! + 2 (.v+ b )~+ ( . '+ ~9 \0 ~]' 
D - -  - -  2t /a  i ' -  b* 
(7 )  21/a 4 - -  b 41 
Dtt  ~ 
r + r - 2b* . ,~ + 
i l'?l 
stra questione, e ponendo per brevit~ 
(8) H = a~(,,~ + v 9 -- 2b~,,v + 
S1 trOV~t. : 
(9) 
BuSy 
a 4 _ _  b 4 ~ O~v. '
BuOy 
a 4 - -  b 4 c)} C)~ " 
che interessano alia no- 
~4 ~ b 4 , 
8~u O~v OuSv 
2 2 -- 0u + 0--Z - + -  
Ou c~v 
~ 8~0 log H 
0~0v 0~ ' 
[au 8v'~ . 
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Inoltre, indicando con K la curvatura delia forma (4), si ha: 
K(E  G __ F~) 4(a~- -b  4) 03u 03v 03u 03v 
= H 03~0~03~0[~ " 
2. Ci6 posto, imponiamo l'esistenza di una superficie coll'elemento 
tineare (4) e sulla quale le linee ~ e w formino un sistema coniugato. 
Questa potrA ritenersi determinata intrinsecamente dalla (4) e da un'al- 
tra forma quadratica 
a, = ad0e + a"dV,  
e le funzioni ~ e ~" soddisfanno necessariamente alle 04)  (Parte I), 
in cui per isimboli "")/; leper la funzione K(EG- -F  2) si pongano 
t - - /  
le cspressioni (9), (to).  
Le equazioni 04)  sono soddisfatte dalle funzioni D e D",  ed in 
generale non ammettono altra soluzione; ora, imponendo al sistema 
04)  una soluzione ~ e a"  diversa da D e D",  con un procedimento 
perfettamente analogo a quello segulto ai numeri 3 e 4 (Parte I) si 
perviene alla equazione 
02 ) 03.03v o,03.0v +.  
Inversamente si verifica in modo facile che, se ~ soddisfatta questa 
condizione, le equazioni (:4) (Parte I) sono soddisfatte dalle funzioni 
A e • tratte dal sistema 
c) u c) v 
• ~__ D 2 nt_ 4~ @4 b4) 03 0~ 03 ~r 
03) 
,~"' = D ''= _~_ 4ee' (a  4~ b,) 03u03v 
E cosi rimane dimostrato che condizione necessaria e sufficiente af- 
finch~ le equazioni 
rappresentino un paraboloide ris ad un sistema coniugato, oDe 6 
comune ad esso e ad una superficie applicabile, ~ che le funzioni u e v 
soddisfacciano alle equazioni (3) e (I2). 
Ad ogni soluzione di queste corrisponde una superficie applicabile 
sul paraboloide, la cui determinazione intrinseca si compie mediante le 
( i3) senza alcun calcolo di integrazione. 
Rend. Circ. Matem. Palermo3 t. XVI (xgoz). - -S tampato  il i,7. novembre igoz. 4x 
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SttUa real i th  dei parametr i  = e ~. 
3- Volendo continuare io studio di queste deformazioni conviene 
porre le 03)  sotto la forma seguente: 
( I5)  A 2 --- . - -  ~' 4(a  4 __/,4) c~u r c~u o~v __ A,,2 " 
H ~ c ) ~  
Ora ci domandiamo in che modo deve determinarsi ~', affinch6 i 
punti reali delle deformazioni reali si ottengano facendo variare ~ e 
per valori reali. 
Caso 1 ~ --Consideriamo il paraboloide a punti ellittici (a ~b) .  In 
questo caso u e v sono funzioni complesse coniugate e si ha 
H<o.  
Donde risulta the, a~nch6 il secondo membro della (15) sia posi- 
tivo, 6 necessario e sufficiente porre ~' - -  - -  I. 
Caso 2 ~ ~ Consideriamo il paraboloide rigato (a ~ b). In questo 
c.aso u e v sono reali, epper6 scrivendo la (3) sotto la forma 
o~u ~u 
~ c~ 
8u ~v c~u av  
si vede che, quando ~ e ~ sono dello stesso segno, ~ e ~ sono 
di segno contrario ed inversamente; si conclude quindi che in ogni 
caso si ha 
8u 8v c~u ~v 
E, poich6 in questo caso si ha H > o, si conclude che affinch~ 
il secondo membro della ( I5) sia poskivo 6 necessario e sufficiente 
porre ~' - -  -{- i. 
Nel caso i ~ nel risolvere il sistema 05)  assumeremo per • un 
segno qualunque; indi porremo • ---- a ;  la seconda forina quadratica 
r = a(d  2) 
fornisce il seguente teorema *): 
*) V. SERVANT, 1. r 
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II sistema coniugato comune al paraboloide a punti ellittici e ad una 
superficie appticabile, ~ su quest'ultima isotermo coniugato. 
Nel caso 2 ~ invece assumeremo per ,.x un segno qualunque, indi 
porremo •  • la seconda forma quadratica prende la s 
' / '  = ~(d~ ~ - ~V) ,  
e mostra che sulla superficie deformata le linee assintotiche hanno per 
equazioni 
+ i~ = ~o~t., ~ - -  ~ = cost. 
Ora consideriamo il caso dell'iperboloide rigato in cui il sistema 
coniugato ~ e i5 6 immaginario; vogliamo dimostrare che assumendo 
g '~ I~ e posto 
(16) 2~=~+i~,  2~ =~- i~,  
per ogni coppia u e v di funzioni reali delle variabili reali ,r e ~ si ha 
in corrispondenza una deformazione reale. 
Infatti trasformiamo la (3) e la ( I2) nelle variabili "~ e r si ha: 
~uOv ~u~v 
0-4 a.~ +-6-~ -6 ; - o , 
(17) ~uOv 
- -  I 4-6, ~ a .~_ -  ~[E(u ' - t  - v ~) - -  2b~uv + a ~ - -  b*] 
e la (15) diventa 
(18) 
Ora supponendo che u e v sia una soluzione reale del sistema ( i7) , 
la precedente mostra the si ha 
a~<o. 
Inoltre combinando la formola 
Aa"= K(E  G - -  F*),  
colla (IO) si ha 
AA" = 4(a4-  b4) auc~vauo3v 
4(a 4 -  b4)V/c )u \  = c)u ~ c)v ~ 
- \a  ~!  j '  
donde :
A A"  ~ o, 
e poich6 • 6 immaginario puro si deve assumere 
A"  - -  ~ A .  
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La seconda forma quadratica della superficie si scrive 
= a(d~ ~-d~9,  
che, trasformata nelie ~" e ~, diventa 
( I9)  (I) --- i ad ' rd~ 
ed ~ reale. 
Si vede adunque che ad ogni soluzione reale del sistema (17)cor-  
risponde una des reale dell'iperboloide rigato. La superficie de- 
formata ~ determinata intrinsecamente dalla (19) e le variabili .r e a 
sono i parametri reali delle sue linee assintotiche. 
Oltre alle deformazioni di cui ci siamo occupati vi sono quelle cor- 
rispondenti al caso limite in cui il sistema coniugato comune si riduce 
alie generatrici di un sistema (superficie rigate); ma queste evidente- 
mente sfuggono alia nostra ricerca. 
Equazioni da cui dipende la deformazione. 
4. Abbiamo visto che la  deformazione di un paraboloide qualunque 
dipende dal sistema di equazioni 
c)u c)v ~u c?v 
(20) 8u~v c3uc~v 
8~+, '  - ~[~=(u= + v=) - =b=,,~ + ~-  b~]. 
Per I'integrazione di esso supporremo ~ = ~ I ( no 7, parte I), 
assumeremo come incognita la funzione O definita dalia formoh 
cgu ~o c~v ~+~ ~=o,  
ed avremo per questa l'equazione differenziale 
( zO O~o ~, ~o 
c9 ~ - -~ -~- 4 a~ senh @ cosh @ - -  o.  
Inoltre sostituiremo al sistema 
di aver posto in esso 
kx --" a2~, 
ed assumendo un sistema integrale 
(20) il sistema (38) Parte I, dopo 
k - -b  = , 
u, v, ~, 8. di cui i valori iniziali 
Uo, v o, )'o, ~'o siano legati dalla relazione 
a ~ (~o ~+ v~) - 2 r Uo Vo + ~ - ~' ~o ~= v - -  a4, 
le funzioni u e v soddisfaranno al sistema (2@ 
SULLA DEFORMAZIONE DELLE; O..UADRICHE. 3:g~ 
Se i l  paraboloide & a punti ellittici si ha ~' " - -  I, e le deforma- 
zioni real] si ottengono in corrispondenza alle soluzioni delia equazione 
c~ ~ 27 - '~  27 4 ct~ senh 0 cosh 0 = o 
della forma 
0 -"ion, 
do~ in corrispondenza aile soluzioni reall della equazione 
8~o~ 8~o 
c~ 27 c~ 274a2seno~cosco--~o.  
Se i l  paraboloide ~ a punti iperbolici, si ha *' - -  I, e le deforma- 
zioni reali, per le quali il sistema di linee ~ e ~ ~ reale, si ottengono 
in corrispondenza alle soluzioni reali della equazione 
c~O ~0 
c~ ~= c~ ~ -~- 4 a~ senh O cosh O = o.  
Se i l  paraboloide ~ a punti iperbolici e vogliamo le deformazioni 
reali, per le quali il sistema di linee ~ e } e immaginario, dobbiamo 
determinare le soluzioni reali delle (17). 
A questo scopo porremo ~ ~-~ I, e assumeremo per incognita 
la funzione o) definita dalla formota 
a-~- -e  ga ,  
ed avremo per questa l'equazione differenziale 
(2')  2 ~-7a-;~ + ~= co~h 2 o, = o. 
Inokre sostituiremo al sistema ( i7)  il sistema completo seguente: 
C~U to~ 
c3v g--to 
2b- ~ - -  u )+2~x,  
c~u 
Ov 3--~-- e-to X, 
2 =--e~ 2~-~=--e t a v--b u ) t2~-~,  
ed assumendo un sistema integrale u, v, ;% 8-, di cui i valori iniziali 
Uo, Vo, ;%, ~'o siano legati dalla relazione 
a 2 (< + vo9 - 2 b 2 Uo Vo + r L~o = b* - a4, 
le funzioni u e v soddisfaranno al sistema (i7). 
J26 PASQUALE CA LAPSO.  
Le deformazioni reali di questo tipo si ottengono in corrispondenza 
alle soluzioni reali della (22). 
Terminiamo osservando che, posto 
k -'= eaO~ 
otteniamo la funzione k che il TnYBAUT *) pose a fondamento deUe sue 
ricerche. 
Per6 egli non vide che essa potea dedursi nd  modo anzidetto da- 
gli integrali della equazione (2I). 
Palermo, aprile I9o2. 
PASQ.UALE CALAPSO. 
*) Sur la d3formation du paraboloide, tc. [Annales de l'I~cole Normale Sup& 
rieure, s. III, t. XIV 0897), pp. 45-98]. 
